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e Die Ubungen sollen in Gruppen von zwei bis drei Personen bearbeitet werden.

e Schreiben Sie die Namen jedes Gruppenmitglieds sowie alle Matrikelnummern auf
die abgegebenen Losungen.

e Schreiben Sie die Namen jedes Gruppenmitglieds sowie alle Matrikelnummern auch
in die Quellcode-Dateien.

e Geben Sie Thre Losungen am Anfang der Globaliibung, montags, 14:00 Uhr, ab.
e Schicken Sie den jeweiligen Quellcode bitte per E-Mail direkt an Thre/n Tutor/in.

e Geben Sie aulerdem den ausgedruckten Quellcode zusammen mit den schriftlichen
Losungen ab.

e Zu spat abgegebene Losungen werden nicht bewertet.

e Sofern nicht anders gefordert, miissen alle Losungen und Zwischenschritte kommen-
tiert werden.
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Aufgabe 1 (Algorithmische Analyse [10 Punkte])

1. Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Komplexitéatsklassen O, €2 und
©: Fur alle f,g,h : N — R gilt
e Transitivitat: f € O(g) Ag € O(h) = f € O(h), analog fiir  und ©
e Reflexivitat: f € O(f), f € Q(f), f € O(f)
e Symmetrie: [ € O(g) = g € O(f)
e Antisymmetrie: [ € O(g)ANge€ O(f) = f € O(g) und analog
feQg)NgeQf)=feblg)

2. Beschreiben Sie das asymptotische Verhalten folgender Funktionen moglichst

genau:
T(n) =2T(n/2) +n?
T(n) = 16T (n/4) + n*
T(n) =3T(n/4) + nlogn
(

T(3n) = 3T(2n) + logn
Hierbei sei stets T'(1) = 1.

3. Zeigen oder widerlegen Sie:

fe@(g)AJLrgo%:O = f+he06(g).

4. Zeigen oder widerlegen Sie:

f€O0(nlog,n) < feO(nlog,n).

5. Losen Sie die folgende Rekursionsgleichung so auf, dass sie keine Rekursion
mehr enthélt, d.h. nur noch von n, nicht aber von 7'(n) abhéngig ist. Die
Ermittlung der Komplexitatsklasse ist nicht ausreichend.

T(0) =5

2T (n) =nT(n—1)+3-n!
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Losungsvorschlag

1. e Transitivitat:

f€O0(g) = 3c>03ng >0vn>ng: f(n) <c-gn)
g € O(h) = 3c> 03ng > 0Vn >ng: g(n) < c-hn)

Somit existieren Konstanten ¢y, ny, cg, ng fiir welche gilt:

Vn>mny: f(n) <e-gln)
Vn >ng:g(n) < co-h(n)

Es folgt:

Vn > max (ny,ng) : f(n) <cp-g(n) <ci-co-h(m)
= Vn > max (ny,n2) : f(n) <c;-co-h(m)
= Jc > 03ng > 0Vn > ng: f(n) <c-hn)
= fe€O(h)

f€Q(g)=3c>03Ing>0vn>ny: f(n) >c-g(n)
g € Q(h) = Jc > 03ng > 0Vn > ng: g(n) > c- h(n)

Somit existieren Konstanten cq, ni, co, ngy fiir welche gilt:

Vn>mnq: f(n) > e - g(n)
Vn >mng:g(n) > cy - h(n)

Es folgt:

Vn > max (ny,ns) : f(n) > ¢ -g(n) > ¢y - co-h(m)
= Vn > max (n1,n2) : f(n) > ¢y -co- h(m)
= Jc¢ > 03ng > 0Vn > ng: f(n) > c- h(n)
= feQh)

feB(g)=feO(gNfeg)
g€ Oh)=geOh)NgeQh))
= feOMh)N feQh)

(

)
= feO(h)

o Reflexivitat:
Trivialerweise gilt:

Vn>1:f(n) < f(n)
= dc > 03ng > 0Vn >ng: f(n) <c- f(n)
= [€0(f)
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Analog:

Vn>1: f(n) > f(n)
= dc > 03ng > 0Vn >ng: f(n) > c- f(n)

= feQ(f)
0
Es folgt:
FeO)NfeQf) = [feO(f)
O
e Symmetrie:
f€0(g) = 3ec>03ny > 0Vn > ng : f(cn) <g(n) <c- f(n)
Damit folgt:
Vn > ng 'f(cn) < g(n)
= Yn>ng:f(n) <c-g(n)
Vn > ng :g(n) <c- f(n)
= Vn >ng :g(cn) < f(n)
Und somit:
Vn > ng :g(cn) < f(n)<c-g(n) = ge€oO(f)
0

e Antisymmetrie:

f€0(g) = 3c>03ng>0vn>ng: f(n) <c-g(n)
g€ O(f) = dc>03ng >0Vn >ng:g(n) <c- f(n)

Somit existieren Konstanten ¢y, ny, co, ng fiir welche gilt:

Vn>mny: f(n) <e-gln)
Vn >mng:g(n) <cy- f(n)

Es folgt:

Vn > max (ny,ng) : f(n) <
VYn > max (ny,n2) : g(n) < cp-co- f(n)

= Vn > max (ny,ng) :



Prof. Dr. Leif Kobbelt

Thomas Stroder, Fabian Emmes Informatik 8
Sven Middelberg, Michael Kremer RWTH Aachen
O

fe€Q(g) = Jec>03ng>0Vn>ng: f(n) >
g € Q(f) = Jec>03ng > 0Vn >ng:g(n) >

Somit existieren Konstanten ¢y, ny, ca, ng fiir welche gilt:

Es folgt:

Vn > max (ny,ng) : f(n) > ¢ - ca-g(n)
>

Vn > max (ny,n2) : g(n

= Vn > max (ny,ns) :

= Vnzmax(ni,ng) : =y <f(n) <t gln) = feOB(g)

2. e T(n)=2T(n/2) +n=2T(n/2) + O(n?)
Master Theorem: a = b =2, p=3 = a =2 < b = 8 (1. Fall), und
somit T'(n) = O(n?).

e T(n) =16T(n/4) +n® = 16T (n/4) + O(n?)
Master Theorem: a = 16, b =4, p = 2 = a = 16 = b (2. Fall), und
somit T'(n) = O(n? - logn).

e T(n) =3T(n/4) + nlogn = 3T (n/4) + O(n?)
Master Theorem: a =3,b=4,p=2 = a =3 < b = 16 (1. Fall), und
somit T'(n) = O(n?).

e T'(3n) =3T(2n) + logn
Substitutiere m = 3n: T(m) = 3T (2m) + log 2 = 3T(m/1.5) + O(m)
Master Theorem: a_3,b:15 p=1=a=3>0 =153
Fall), und somit T'(m) = O(m!°¢153). Riicksubstitution liefert T'(3n) =
O((gn)log1.53) = O(nlOgl 53)

. h(n) ,
JLIE‘OM_O = heO(g) = Fc:hn)<c-gn) Yn>n

febg) = EICQ: L ()<f( ) <c-g(n) Vn > ny

Dann:

L gn) < Lg(n) < £(n) < F(n) + h(n) < cag(n) +erg(n) = (e + e2)g(n)

1+ co Co

Es folgt f+ h € O(g) mit ¢ := ¢; + ¢ und ng := max{ny, ny}.
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4.
f€0(nlog,n) < f(n)<c-nlog,n,Vn > ng
Inn
RS <c- —_
fln) <e-m Ina
B Inb Inn
~ " b na
~Ind Inn
- Ina " Inb

=c-log,b-n-log,n
Damit folgt f € O(nlog,n) mit ¢ := ¢-log, b und nj = ny.

5. Multipliziere beide Seiten mit 22—71

o gn-1 -
mT(n) = = 1)!T(n —-1)+3-2
S(n) = 2"%

Damit folgt

Sn)=8mn-1)+3-2""!
=S(Mn—-2)+3-2"*+3.2"!

n—1
=S0)+) 3.2
=0

=5+3(2"-1)
=3-2"4+2

und es ist

n! n!

= 2-5(n) = 5(3-2"+2)
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Aufgabe 2 (Rekursionsgleichungen [10 Punkte])

Gegeben sei folgende Java-Methode (der Einfachheit halber kann angenommen wer-
den, dass der Parameter i stets positiv oder null ist):

public static int func(int i) {

if(i == 0 || i == 1) return i;
int f1 = func((i+1)/2);
int £f2 = func((i+1)/2 - 1);

if(i % 2 ==1) {
return f1 *x f1 + £f2 *x f2;
}

return f1 x f1 + 2 x £f1 * f2;
}

Beachten Sie, dass bei der Ganzzahldivision immer auf die nachstniedrigere Ganzzahl
abgerundet wird.

(a) Bestimmen Sie die Rekursionsgleichung fiir die Funktion. [4 Punkte]

(b) Schétzen Sie die asymptotische Komplexitat mit Hilfe des Master-Theorems ab.
[4 Punkte]

(c) Beschreiben Sie, was die Funktion berechnet. [2 Punkte]

Losungsvorschlag

(a) Wenn i = 0 oder i = 1, dann steigt der Funktionsaufruf in den ersten if-Zweig
ab. Fir die Vergleichsoperation ist der Aufwand ¢ konstant. Fiir die Summe
aller Vergleiche und arithmetischer Operationen im Falle ¢ > 1 ist der Aufwand
d ebenfalls konstant. Im zweiten Fall wird in jedem Aufruf die Funktion func
zweimal rekursiv aufgerufen. Dabei wird der Parameter i stets fiir beide Aufrufe
halbiert (und ggf. um eins verringert). Dies fiihrt uns zu folgender Rekursions-
gleichung;:

T(l)=c
T(n)=2-T(n/2)+d
=2-T(n/2) +0(n°)

(b) Mit Hilfe der zuvor bestimmten Darstellung lassen sich die im Master-Theorem
verwendeten Koeflizienten leicht bestimmen:

a=2,b=2,p=0

=2=a>bWW =1
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= T(n) € O(n'*®2?) = O(n)

Dass sich die Komplexitat des beschriebenen Algorithmus linear in der Eingabegrofie
verhalt, ist auch durch Substitution, ohne Hilfe des Master-Theorems, ersichtlich.
Sei der Einfachheit halber ¢ = d = 1 (das konnen wir machen, da wir ja wissen,
dass ein konstanter Vorfaktor keinen Einfluss auf die asymptotische Komplexitat
einer Funktion hat). Dann gilt

T(n)=2-T(n/2)+1
=2-[2-T(n/4)+1] +1
=4-T(n/4)+2+1
=8-T(n/8)+4+2+1

k—1

=28 T(n/2") +> 2

i=0
=n-T(1)+n—1 (dan=2%

=T(n)=2-n—1€0(n)

(c) Die Funktion berechnet rekursiv die Folge der Fibonacci-Zahlen in linearem
Zeitaufwand.



